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概要
非可換な空間に対する確率解析として boson に関する結果は多く存在する. 一方で, 他の非
可換な空間に対する (Itô 解析以外の) 確率解析はほとんど考えられてこなかった. 本研究では
Malliavin 解析の fermion を用いた類似物を構成し, それを用いて fermion に対する解析を行っ
ている. ここでは便宜上, その類似物を反対称 Malliavin 解析と呼ぶ. 反対称 Malliavin 解析で
は通常の Malliavin 解析に対応する様々な結果が成立する. さらにいくつか応用例も存在する.

1 導入
1.1 Malliavin 解析概略
最初にこの subsection で Malliavin 解析の簡単な復習をしたい. 内容, 記号は [Nua06, FLS01]を

参考にした.

H を可分な実 Hilbert 空間とする. 完備確率空間 (Ω,F ,P) が存在して線形写像 W : H → L2(Ω)

が中心 0, 共分散 E(W (h)W (k)) = 〈h, k〉H を持つガウス確率変数であるとき, W を H 上のガウス
過程とよぶ. F は {W (h) | h ∈ H} で生成される σ-加法族とする. C∞

b を無限回微分可能でその導
関数が有界である関数 f : Rn → R から成る集合とする. 滑らかな確率変数から成る代数 S が

S = {F = f(W (h1), . . . ,W (hn)) | n ∈ N, f ∈ C∞
b (Rn), h1, . . . , hn ∈ H}

として定義され, Malliavin微分D : S → L2(Ω)⊗H ∼= L2(Ω;H)が F = f(W (h1), . . . ,W (hn)) ∈ S
に対して

D(F ) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(W (h1), . . . ,W (hn))⊗ hi

と定義される. D は様々な性質を持つが, ここでは次を挙げておく:

(i) (Leibniz 則) D(FG) = D(F )G+ FD(G) for F,G ∈ S;
(ii) (部分積分) E(FGW (h)) = E(〈h,D(F )〉HG+ F 〈h,D(G)〉H) for F,G ∈ S, h ∈ H.
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D : L2(Ω) → L2(Ω;H) の共役も定義できる. これは発散と呼ばれ, δ : L2(Ω;H) → L2(Ω) と書か
れる.

SH :=

u =

n∑
j=1

Fj ⊗ hj | n ∈ N, F1, . . . , Fn ∈ S, h1, . . . , hn ∈ H


に対して次が成り立つ:

δ(u) =

n∑
j=1

FjW (hj)−
n∑

j=1

〈hj ,D(Fj)〉H

for u =
∑n

j=1 Fj ⊗ hj ∈ SH. 以降, H = L2(R+) として話を進める. L2
s(Rm

+ ) として L2(Rm
+ )

上の対称関数から成る空間を表す. f ∈ L2
s(Rm

+ ) に対して, W に関する多重積分を Im(f) と表す
[Nua06]. 簡単に説明すると, A1, . . . , Am を組ごとに互いに素な集合としたとき,

Im(1̃A1×···×Am
) = W (1A1

) · · ·W (1Am
)

と定めた上で, 拡張することにより定義できる. ここで f̃ は f の対称化. Sm は m 次対称群. Im(f)

の性質の中でも次が重要である.

Theorem 1.1 ([Nua06, Thm 1.1.4] the Wiener chaos expansion). 任意の 2 乗可積分確率変数
F ∈ L2(Ω) は多重積分の級数として表現できる:

F =

∞∑
n=0

In(fn),

ここで f0 = E(F ) であり, fn ∈ L2
s(Rn

+) は F から一意的に定まる.

次に, H = L2(R+) であるときの D の δ の作用の仕方を示そう. 丁度, boson の消滅作用素, 生成
作用素のように振る舞っていることがわかるだろう.

Proposition 1.2 ([Nua06, Propositions 1.2.2 and 1.2.7]). F ∈ L2(Ω) が F =
∑∞

n=0 In(fn) と
いうカオス展開を持つとする. すると F ∈ Dom(D) であることと

∞∑
n=1

n‖In(fn)‖2L2(Ω) =

∞∑
n=1

n · n!‖fn‖2L2(Rn
+) < ∞

であることが同値になる. F ∈ Dom(D) なら,

Dt(F ) =

∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, t))

for a.e. t ≥ 0.

Proposition 1.3 ([Nua06, Prop. 1.3.7]). u ∈ L2(R+ × Ω) が u(t) =
∑∞

n=0 In(fn(·, t)) という表
示を持つとする. すると u ∈ Dom(δ) であることと

δ(u) =

∞∑
n=0

In+1(f̃n)

が L2(Ω) において収束することが同値になる.



1.2 Boson と Brown 運動の関係
この subsection における内容, 用語, 記号は [Par92, Mey95, FLS01]を参考にした.

HC を H の複素化とする. 複素共役 J : HC → HC が h1, h2 ∈ H に対して
J(h1 +

√
−1h2) = h1 −

√
−1h2

として定まる. n ∈ N とする. � は対称積を表す:

ξ1 � · · · � ξn =
1

n!

∑
σ∈Sn

ξσ(1) ⊗ · · · ⊗ ξσ(n)

for ξ1, . . . , ξn ∈ HC. Ξn(HC) を {ξ1 � · · · � ξn | ξ1, . . . , ξn ∈ HC} で生成される H⊗n
C の閉部分空

間とする. Ξn(HC) のノルムは

〈ξ1 � · · · � ξn, ξ
′
1 � · · · � ξ′n〉Ξn(HC) = per〈ξi, ξ′j〉HC =

∑
σ∈Sn

∏
i

〈ξi, ξ′σ(i)〉HC ,

として与えられる. Γs =
⊕∞

n=0 Ξn(HC) を HC 上の対称 Fock 空間とする. ここで Ξ0(HC) = C.
Ω ∈ Γs は真空ベクトル. h ∈ HC に対して, 生成・消滅成作用素 a∗(h), a(h) は互いに共役な非有界
閉作用素. w = ξ1 � · · · � ξn に対してこれらの作用素の作用は次で与えられる:

a∗(h)w = h� w,

a(h)ξ1 � · · · � ξn =

n∑
i=1

〈h, ξi〉HCξ1 �
i
ˇ· · · � ξn.

さらに, a∗ と a は canonical commutation relations (CCR) を満たす:

[a(h), a∗(k)] = 〈h, k〉HC ,

[a(h), a(k)] = [a∗(h), a∗(k)] = 0

for h, k ∈ HC. h ∈ HC に対して B(h) := a∗(h) + a(J(h)) を定める. これが Brown 運動の非可換
な実現になっていることが次の定理とその系からわかる.

Theorem 1.4. 任意の m ∈ N に対して, f1, . . . , f2m ∈ HC とする. すると
〈Ω, B(f1) . . . B(f2m−1)Ω〉Γs

= 0,

〈Ω, B(f1) . . . B(f2m)Ω〉Γs =
∑

〈J(fl1), fr1〉HC · · · 〈J(flm), frm〉HC ,

ここで, 和は {1, 2, . . . , 2m} を m 個の異なる組 (l1, r1), . . . , (lm, rm), lk < rk に分ける分け方をわ
たる (そのような分け方は (2m)!/2mm! 通りある).

H = L2(R+), at = a(1[0,t]), a∗t = a∗(1[0,t]) とし, Bt = at + a∗t とする.

Corollary 1.5. Bt のモーメントは Brown 運動のモーメントに等しい.

Boson に対してこのように実現された Brown 運動に対する Malliavin 解析としては [Lin93,

Mey95, FLS01, FP16] のような文献がある. 特に [FLS01, FP16] では非可換な Girsanov 変換を導
入することでかなり広いクラスに対して Malliavin 解析を行うことに成功している.



2 主定理
前の section の内容をまとめると次の 2つの事実が浮かび上がる:

• Malliavan 微分, 発散はほとんど多重積分に対する消滅作用素, 生成作用素として理解できる.

• boson において生成・消滅作用素の和が Brown 運動を実現する.

これらの事実を踏まえて fermion に対して Malliavan 解析を行えることを示そう. 以下の内容は
[Wat24] に基づく.

2.1 Fermion における Malliavin 解析の構成
まずは, [BSW82] から必要な内容を導入する. n ∈ N とする. ∧ は反対称積を表し, z1, . . . , zn ∈

HC に対して
z1 ∧ · · · ∧ zn =

1

n!

∑
σ∈Sn

sgn(σ)zσ(1) ⊗ · · · ⊗ zσ(n)

として定まる. Λn(HC) を {z1 ∧ · · · ∧ zn | z1, . . . , zn ∈ HC} で生成される H⊗n
C の閉部分空間とす

る. Λn(HC) のノルムは

〈z1 ∧ · · · ∧ zn, z
′
1 ∧ · · · ∧ z′n〉Λn(HC) = det〈zi, z′j〉HC ,

として与えられる. Γa =
⊕∞

n=0 Λn(HC) を HC 上の反対称 Fock 空間とする. ここで Λ0(HC) = C.
生成・消滅作用素 b∗(z), b(z) は互いに共役な有界作用素であり, その作用素ノルムは ‖b(z)‖ =

‖b∗(z)‖ = ‖z‖HC となる. w = z1 ∧ · · · ∧ zn に対して, これらの作用素の作用は次で与えられる:

b∗(z)w = z ∧ w,

b(z)z1 ∧ · · · ∧ zn =

n∑
i=1

(−1)i−1〈z, zi〉HCz1 ∧
i
ˇ· · · ∧ zn.

b∗, b は canonical anti-commutation relations (CAR) を満たす:

{b(z), b∗(z′)} = 〈z, z′〉HC ,

{b(z), b(z′)} = {b∗(z), b∗(z′)} = 0

for z, z′ ∈ HC. Ψ(z) := b∗(z) + b(J(z)) を定義するとこれが fermion における Brown 運動の
対応物になる. Clifford 代数 C を {Ψ(z)|z ∈ HC} で生成される W ∗-代数とする. Ω ∈ Γa は
真空ベクトル. m(·) = 〈Ω, ·Ω〉Γa

を定めておく. (Γa,C ,m) は regular probability gauge 空間
[Seg53, Seg56, Gro72] となっている. 1 ≤ p < ∞ に対して, Lp(C ) を C のノルム

‖u‖Lp(C ) = m(|u|p)
1
p = 〈Ω, (u∗u)

p
2Ω〉

1
p

Γa
.

に関する完備化とする. u 7→ uΩ という対応はユニタリ作用素 D : L2(C ) → Γa を定める [Seg56,

Gro72]. L∞(C ) は C に作用素ノルムを備えたものとする. B を C の W ∗-部分代数とすると, 任



意の 1 ≤ p ≤ ∞ に対して, u ∈ Lp(C ) の B に関する条件付き期待値 m(u|B) を定めることができ
る [Seg53, Kun58, Yea75, Wil74, Ume54, Ume56]. 詳細は省略するが通常の条件付き期待値と同様
の性質を持つことが示せる. ここからは HC = L2(R+) としよう. Λn を Λn(L

2(R+)) の意味で用い
る. Ct を {Ψ(u) | u ∈ L2(R+), supp(u) ⊂ [0, t]} で生成される C の W ∗-部分代数とする. Xt がマ
ルチンゲールであることはこのフィルトレーション Ct に対して m(Xt|Cs) = Xs が成り立つことで
特徴づけられる. Wn ∈ L2(Rn

+) に対して次の性質を満たす Jn(wn) ∈ L2(C ) の存在が示せる:

Jn(wn)Ω = wn

これが fermion における多重積分として振る舞う. 特にカオス展開が成り立つことが重要である.

Theorem 2.1 ([BSW82, Thm 2.4]). {Xt | t ∈ R+} が {Ct} に適合した L2-マルチンゲールであ
るとする. すると w0 ∈ C と反対称な関数 wn ∈ L2

loc(Rn
+) が存在して

Xt = w0 +
∞∑

n=1

Jn(wn1[0,t]n)

が成り立つ.

長くなったが, 反対称 Malliavin 微分と発散が定義できるようになった.

Definition 2.2. 任意の n ∈ Z≥0 に対して, vn ∈ Λn とし wn ∈ L2(Rn+1
+ ) は a.e. t ≥ 0 に対して

wn(t, ·) ∈ Λn とする. Dt : D
−1Λn → L2(R+)⊗D−1Λn−1, δ : L2(R+)⊗D−1Λn → D−1Λn+1 を

次のように定義する:

Dt(Jn(vn)) := nJn−1(vn(t, ·)),
δ(Jn(wn(t, ·))) := Jn+1(ŵn),

ここで J−1(·) = 0, ŵn は wn の反対称化. この定義は線形に拡張される.

のちに用いることになる β を定義してこの subsection を終わろう.

Definition 2.3 ([BSW82, Def. 3.13]). β : L2(C ) → L2(C ) は自己共役なユニタリ作用素
D−1Γ(−1)D を表すこととする. ここで Γ(−1) は −1 の第二量子化.

2.2 通常の Malliavin 解析と類似の性質
次の積公式が鍵になる. 以降の結果はこの公式を用いることで示されている.

Proposition 2.4. p, q ∈ Z≥0 とする. 任意の f ∈ Λp, g ∈ Λq に対して, 次の等式が成り立つ:

Jp(f)Jq(g) =

p∧q∑
r=0

r!

(
p

r

)(
q

r

)
Jp+q−2r(f ∧̂rg),

ここで p ∧ q = min(p, q), f ∧̂rg は

f∧rg :=

∫
f(t1, . . . , tp−r, sr, . . . , s1)g(s1, . . . , sr, tp−r+1, . . . , tp+q−2r) ds.



を反対称化したもの.

まず, Leibniz 則の類似が成り立つ.

Proposition 2.5. 任意の p, q ∈ Z≥0 に対して, f ∈ Λp, g ∈ Λq とする. すると

Dt(Jp(f)Jq(g)) = Dt(Jp(f))Jq(g) + (−1)pJp(f)Dt(Jq(g))

= Dt(Jp(f))Jq(g) + β(Jp(f))Dt(Jq(g)).

CAR も成立する.

Proposition 2.6. p ∈ Z≥0, h ∈ L2(R+), f ∈ Λp, そして h⊗ Jp(f) ∈ L2(R+)⊗D−1Λp とする.

すると
{Dt, δ}h⊗ Jp(f) = h(t)Jp(f).

形式的には, {Dt, δ} = δt ⊗ IdL2(C ), ここで δt は Dirac 超関数.

fermion に対する Itô 解析である Itô-Clifford 解析の拡張のなることもわかる. H[0, 1] は Itô-

Clifford 積分が定義できる空間であり, 単関数の極限で得られる.

Proposition 2.7. H[0, 1] ⊂ Dom(δ) であり, δ を H[0, 1] に制限したものは Itô-Clifford 積分に等
しい:

δ(u) =

∫ 1

0

dΨtut

for every u ∈ H[0, 1].

反対称な Clark-Ocone 公式も成り立つ.

Theorem 2.8 (The anti-symmetric Clark-Ocone formula). F ∈ Dom(D) とする. すると

F = m(F ) +

∫ 1

0

dΨtm(DtF |Ct).

2.3 応用例
応用として集中不等式, 対数 Sobolev 不等式, fourth-moment 定理を考えよう. 集中不等式につい

ては Theorem 2.8 が有効に機能して通常の Malliavin 解析と同様の結果が示せる.

Theorem 2.9 (cf. [HP02, Lem. 3.1, Prop. 3.3] The concentration inequality). F ∈ Dom(D) ∩
L∞(C ) を ∫

‖DtF‖2∞ dt < ∞ であるような自己共役作用素とする. そのスペクトル分解を
F =

∫∞
−∞ λ dEλ とおく. もし

h(s) =

∫
‖DtF‖L∞(C )‖e−sFDte

sF ‖L∞(C ) dt

が [0,∞) 上単調であれば, x ≥ 0 に対して

m (E([m(F ) + x,∞))) ≤ exp

(
−
∫ x

0

h−1(s) ds

)



が成り立つ.

対数 Sobolev 不等式については反対称 Malliavin 解析を生かそうとすると, 弱い結果しか得られ
なかった.

Proposition 2.10 (cf. [Gro75, Thm 3]). f : {−1, 1} → C とする. 次が成り立つ:

m(|f(Ψ1)|2 log |f(Ψ1)|2)−m(|f(Ψ1)|2) logm(|f(Ψ1)|2)
≤ 2 log 4 · ‖D·f(Ψ1)‖2L2(R+)⊗L2(C ).

Remark 2.11. [Gro75, Thm 3] によると, この不等式の右辺は 2‖D·f(Ψ1)‖2L2(R+)⊗L2(C ) が最良
である.

最後に fourth-moment 定理を扱う. 通常の fourth-moment 定理は固定された次数のカオスに属
する確率変数の列がいつ正規分布に分布収束するかの必要十分条件を述べた定理であり, 名前の由
来はその必要十分条件の中に “ 4 次のキュムラントが 0 に収束する ” という条件があるからであ
る. fermion においても通常の fourth-moment 定理に対応する条件の内, 一部が同値になることが
示せる

Theorem 2.12. q ≥ 2とし Fn = F ∗
n = Jq(fn), n ∈ N,は q-次カオスに属する列とする (fn ∈ Λq).

さらに, m(F 2
n) → 1 , n → ∞ となるとする. すると, n → ∞ の時, 次の条件は同値:

(i) 〈D·Fn,D·R
−1Fn〉 → 1 in L2(C );

(ii) ‖fn∧̂rfn‖2q−2r → 0, for all r = 1, . . . , q − 1 such that q + r is even;

(iii) Var
(
‖D·Fn‖2

)
→ 0.

上記について, 〈f·, g·〉 =
∫
f∗
t gt dt, ft, gt ∈ L2(C ) for a.e. t ≥ 0 であり, ‖ · ‖2 = 〈·, ·〉, Var(F ) =

m(F ∗F )− |m(F )|2 for F ∈ L2(C ).

4 次のキュムラントを導く計算を Clifford 代数において再現すると次の定理において定義される
写像 K が導かれる. ところが, この K が 0 に収束しないにもかかわらず, Theorem 2.12 の条件を
満たす列を構成することができる.

Theorem 2.13. f1, . . . , f4 ∈ L2(R+) を 0 でない 〈fi, fj〉L2(R+) = 0, i 6= j をみたす実関数とす
る. f = f1 ∧ · · · ∧ f4, F = J4(f) とおき,

K(F ) := m(F 4)− 2m(F 2)2 − (−1)q

2
(2q!)

∫
‖f(t, ∗) ∧ f‖22q−1 dt

と定める. すると

(i) K(F ) 6= 0,

(ii) ‖f ∧̂2f‖4 = 0.

なお, Brown 運動の対応物である Ψ(z), z ∈ L2(R+) は Theorem 2.12 の諸条件を満たす上に,

K(Ψ(z)) = 0になる.
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